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MATHEMATIQUES

Durée: 2 heures

L’usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve.

Les deux problemes sont totalement indépendants.
PROBLEME I

Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie n, B = {ey, ...,e,} une base de E et ¢ une
application de EzE dans R vérifiant :

(i) VAER,(z,y,2) € B, oAz +y,2) = Mp(, 2) + ¢(y, 2)

(i) V(z,y) € E® p(x,y) = o[y, )
(1ii)Va € E,p(z,x) >0, z # 0 alors ¢(x,z) >0

PARTIE A

A.1. Montrer que pour tout x élément de F, 'application ¢, définie par :

EF — R

z > po(2) = p(x, 2)

est linéaire.

A.2. Soit A = (a;;)ijen,n la matrice carrée de dimension n telle que a;; = (e;,¢;), pour tout
couple (i,7) d’entiers compris entre 1 et n. Montrer que p(z,y) =" X.A.Y ou X (resp. Y) est
la matrice colonne des coordonnées de x (resp. y) dans la base B.

A.3.a. Montrer que :

V(z,y) € E%, |o(z,y)| < |o(z,2)[Y2ply,y) ">

Indication : On pourra considérer le polynome en A, défini par ¢(x + Ay, x + A\y) et utiliser le
fait qu’il est de signe constant.
A.3.b. En déduire que, pour tout couple (z,y) d’éléments de E :

lp(z +y, 2+ )2 < [, )] + [0y, )] 2

PARTIE B

On suppose maintenant que E = R3[X], ensemble des fonctions polynémes & coefficients réels et
de degré au plus 3, B = {1, X, X%, X?} et : ¥(R,Q) € E%, ¢(R,Q) = [} R()Q(t)dt

B.1. Montrer que ¢, vérifie les propriétés (i), (iz) et (iii) ci-dessus.

B.2. Déterminer la matrice A associée a ¢, dans la base B.

B.3.a Montrer qu'il existe une unique famille (Py)o<k<s d’éléments de E vérifiant les trois con-
ditions suivantes pour tout entier k (0 < k < 3) :

(D)d°P, =k
(2)Le coef ficient du terme de plus haut degré de Py est égal a1 .
(3)WVi,(0<i<k)= @(P,P,)=0
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Indication: on pourra déterminer explicitement et dans 'ordre Fy, P;, P> et Ps.

B.3.b. Montrer que Fy, P, P, P3 est une base de E. En déduire que tout élément P de E s’écrit
3

de maniere unique sous la forme : P = Z A Pr, ot (Ag)o<k<s est une famille de réels.

k=0
B.3.c. Application numérique : déterminer explicitement Ay, A1, A3 et Ay pour P = X3 4+ X2,
B.4. On désigne par F' le sous-espace vectoriel de E engendré par 1, X et on note :

G={ReE,VQeF, oR,Q)=0}

B.4.a. Montrer que Fy, P, est une base de F' et que GG est un sous-espace vectoriel de E.

B.4.b. Vérifier que R, élément de F, est un élément de G si et seulement si on a : p(R, Py) =0
et o(R, P1) = 0. En déduire que P», P3 est une base de G.

B.4.c. A l'aide des questions précédentes, établir que tout élément P de E s’écrit de maniere
unique : P = Pr+ Pg, OU Pp est dans F' et Py est dans G. Vérifier que, pour tout élément R
de F'. on a la relation : ¢(Pg, Pg) < (P — R, P — R).

B.5. Application numérique : en utilisant les résultats précédents, déterminer les valeurs de ag

1 1
et by pour lesquelles on a : V(a,b) € R2,/ (t3 + 1% — agt — b)*dt < / (3 + 1% — at — b)?dt
0 0

PROBLEME II

Dans tout le probleme on admettra que si (a,),>o est une suite réelle positive et bornée alors,
on définit une application G qui est C* sur | — 1,1[ en posant : G(z) = Zana:". De plus,
n>0

pour tout entier k naturel non nul, on désignera par G* la fonction dérivée d’ordre k de G

et on aura, pour tout z €] — 1,1, I'égalité : G®(z) = Zn(n —1)..(n — k4 Da,z™" . On
n>k

consideére une expérience aléatoire qui est une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes, A

un événement lié a chacune des épreuves et dont la probabilité de réalisation est . Pour n >0

soit E, I’événement ” A n’est pas réalisé deux fois successivement lors des n premieres épreuves

” et appelons p,, sa probabilité de réalisation.

l.a. On pose py = 1 et p; = 1. Justifier brievement ce choix.

1.b. Calculer ps et ps.

l.c. Soit B I" événement ” A ne s’est pas réalisé lors de la premiere épreuve”. Montrer que :

Vn > 2, P[E,|B] = p,. Déterminer I’événement £, N B. En déduire, pour tout entier n supérieur

ouégal a2 : p,=(1—a)pp_1+a(l —a)p,_s.

n

2. Pour tout x €] —[,1[ et n > 0, on pose F,(z) = Zpkxk et Fx) = Zpkxk :

k=0 k>0
2.a. En utilisant la relation existant entre p,, p,_1 et p,_o, montrer que pour x €| — 1,1[ et
n>2, F,(x), F,_(x) et F,_o(z) vérifient une relation que 1'on déterminera.

1+ ax

1-(1-a)r—ao(l —a)z?
2.3. Dans toute la suite du probléme, on suppose que o = 2/3.
3.a. Donner la décomposition en éléments simples de F'.
3.b. Donner le développement limité a l'ordre n et au voisinage de 0 de F'.

2.b. En déduire que pour tout z €] — 1,1[, F(z) =
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3.c. En utilisant la relation existant entre p, et F™  déduire la valeur de p,, pour tout n entier
naturel.

4. Soit X la variable aléatoire égale a n si et seulement si ’événement A est réalisé deux fois
consécutivement pour la premiere fois lors des (n — 1)%™m¢ et n®me épreuves.

4.a. Calculer P[X = 2] et P[X = 3].

4.b. Exprimer la probabilité de I’événement [X = n| en fonction de p,, lorsque : n > 3.

4.c. Calculer 'espérance de X .



