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signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
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Dans tout le probleme,est le segmenD, 1], f est une fonction réelle définie et continue sur
le segment, p est une fonction définie et continue sur le segmepiositive (pour tout réet de

[, p(x) > 0).

L’objet du probleme est I'étude et I'approximation des solutions réelles, définies sur le
segment, deux fois continlment dérivables (de cla€3¢ des équations différentielles
suivantes :

Eo — U7 (X) + p(x) ux) = 0,

E — U’ (X) + p(X) u(x) = f(x).
vérifiant, en outre, les conditions suivantes aux extrémités du sedment
C u0)=0, u@l=0.

Une fonctionu, de classe&?, définie sur le segmenf vérifiant les condition€, est dite
solution du probleme®y, si elle est solution de I'équation différentiel®), respectivement
solution du problem® si elle est solution de I'équation différentielie
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Premiere partie
Exemples, résultats généraux.

I-1. Exemples:

Déterminer toutes les solutions de I'équation différentiEliérifiant les condition€ dans
les deux cas suivants :

a. La fonctionp est nulle et la fonctiof constante et égale a 1 :

p(x) =0, f(x)=1.
b. La fonctionp est constante et égale a 1 ; la fonctfast la fonctiorx — e** oua est un
réel donne :
p(x) =1, f(x)=e**
[-2. Unicité des solutions.

a. Soitu une fonction solution de I'équatidh, vérifiant les condition€ ; démontrer que
cette solutioru vérifie la relation :

1
Io[u'(x)z +p(X) u(x)®] dx = 0.
En déduire que la seule solution du probleeest la solution nulle.

b. Démontrer que, pour des fonctiometf données, il existe, au plus, une solution du
problémeP.

I-3. Existence dune solution:
a. Etant données deux fonctiomset u, solutions de I'équation différentiellg,, soitg la
fonction définie sur l'intervalld par la relation suivante :

g(x) = u1(0) uz(x) — uz(0) ux(X).

Démontrer que, si la fonctiogps’annulle au point 1g(1) = 0), la fonctiong est nulle sur
lintervalle I.

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les deux solutiehs; pour que la
fonctiong ne s’annulle pas en@(1) + 0).

Soientu; etu, deux solutions de I'équation différentiell®), v une solution de I'équatiok
et et u deux scalaires. Soitet X la fonction et le vecteur définis par les relations suivantes :

Uu(xX) = A ur(X) + g ua(X) + v(X) ; Xz( * )
]

b. Démontrer que, pour que la fonctiarsoit solution du problemB, il faut et il suffit que le
vecteurX vérifie la relation matricielle suivante :

UX =B,
ou U est une matrice carrée d’ordre 2Btin vecteur qui seront précisés.

c. Démontrer que le probléenieadmet une solution unique.
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Deuxiéme partie
Quelques propriétés de certaines matriceMdeR).

Il est admis que I'application de I'espaBé dansR* :

X= (Xi)1<icn — [IX] = sup [xi],
i=1,2,...n

est une norme. Il est admis que l'application de I'espace des matrices carrées d/ordre
Mn(R) dansR* :

A — N(A) =sup ||AX]],

IXl<1

est une norme. Un vectedr= (xi) ., deR" est dit positif si toutes ses coordonn&esont
positives ou nullegx; > 0). Cette propriété s’écrit :

X = 0.

Une matriceA = (a;;) . iz €M n(R) est dite positive si tous ses termgssont
positifs ou nuls. Cette propriété s'écrit :

A>0.
Etant donnée la base canoniqueRig (el, €, ..., en), SoitE le vecteur dont toutes les
1
coordonnées sont égales aH =
1

Il -1. Quelques propriétés matricielles

SoitA = <aij>1§i§n, ey UNE matrice carrée dd n(R) :
A1 A ..o G4p
Al | B @2 o
a,, a,, ... a,,

a. Démontrer que, pour que cette matrcsoit positive, il faut et il suffit que le vecteur
image de tout vecteur de la base canoniquRsoit positif.

b. Etablir la propriété : pour tout vecte¥rde R",

IAXI] < N(A) [[X]].
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c. Démontrer, pour une matriéepositive, la relation :

N(A) <sup D _ ay;.

l<isn j=1
Comparer les deux expressidd@A) et ||A.E|| ; en déduire la norme de la matriée

d. SoitA une matrice d& ,(R) possédant la propriété suivante : chaque fois qu’un vedteur
deR" a une image positiveAd(X > 0), le vecteuiX est positif & > 0). Démontrer que la matrice
A est injective puis gu’elle est inversible et que son invérSeest une matrice positive.

I1-2. Un exemple:

SoientA etH les deux matrices carrées d’ordrsuivantes :

Les termes de la matrio®situés sur la diagonale principale sont égaux a 2, ceux situés juste
au dessus et juste au dessoud gles autres sont nuls.

La matriceH est diagonale et positive ; les ternfgsl < i < n, de la diagonale principale
sont positifs ou nulgh; > 0) :

(2 -1 0 .. 0 ) [h, 0 0 .. 0
-1 2 -1 .. 0 0O h 0 ... O
A= 0O -1 2 .. 0 ; H= 0O 0 hs ... O
\ 0 0 0 .. 2 \ 0 0 0 .. hn
a. SoitX un vecteur d&R" de coordonnées, i = 1, 2, ..., n, tel que le vecteuA + H).X

Soit positif.

Démontrer que le vectedf est positif a I'aide d’'un raisonnement par I'absurde, par exemple,
en complétant la suitg; ) .., par des termeso etXn.1 NUIS(Xo = Xni1 = 0), et en considérant
I'entier k pour lequel le réexy est égal au plus petitdes régls0<i <n+1:

Xk = min Xi.
O<i<n+1

b. Déduire du résultat précédent que les deux matAcesl et A sont inversibles.

[1-3. Norme delamatrice (A+H) ™ :
SoitV etWles deux vecteurs définis par les relations suivantes :

V=A+HTE, W=A'E
a. Démontrer que ces vecteurs sont positifs ainsi que le ve&{gur V).

b. Comparer les normes des deux vect&les\W ; en déduire : pour tout vectedrdeR",

A+ H)X]| < (IW]| IX]).
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II.4. Une majoration de la norme du vecteurW:
Soit S'ensemble des suites réelles infinigg) ., vérifiant, pourk > 0, la relation de
récurrence suivante :

—Xk_1+2Xk—Xk+1 =1.

SoitS, I'ensemble des suites reelles) ., vérifiant, pourk > 0, la relation de récurrence
suivante :

—Xk_1+2Xk—Xk+1 =0.

a. Déterminer les suites qui appartiennent a I'esj@ce

b. Déterminer une suitg/v),., appartenant a I'espa@qui soit un monome du deuxieme
degré :

Yk = a k.
c. Déterminer les suites qui appartiennent a I'esgg&ocen particulier celles qui vérifient les
deux conditions suivantes :
Xo = 0, X1 = 0.
d. Déterminer les coordonnées du vectdlr A~'E ; en déduire que la norme de ce vecteur
vérifie I'inégalité suivante :

Wl < £(n+1)%

Troisieme partie
Approximation de la solution du problénke
Dans toute la suite I'entiar est supérieur ou égal &8 > 3). Soithetty, k= 0,1,2....,
n+ 1, les réels définis par les relations suivantes :

_ 1 _ __Kk _
h_ n+11 tk_hk_ n+11 k—0,1,2,...,n+1

[l -1 Une approximation de la dérivée seconde
Soitu une fonction quatre fois continment dérivable sur le segieitM le maximum
de la valeur absolue de la dérivée quatrieme :

M =sup [u®(x)|.

xel

Soientt eth des réels tels que les réels h ett + h appartiennent au segmdnDémontrer
I'existence d’'une fonctiomR des réels et h qui vérifient les relations suivantes :

u(t+h) +u(t—h)—2u(t) = h2u” ) +Rt,h), [Rt.h)| < 5\_‘; M.
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Il -2. ProblemeP discrétiseé:
a. Démontrer que, si les deux fonctignetf sont deux fois continllment dérivables, la
solutionu du problemeP est quatre fois continGment dérivable.

SoientX etY les vecteurs d®" etH la matrice diagonale d&l ,(R) définis par les relations
suivantes :

U(tl) f(tl) h2 p(tl) h2 0 0
X = u(tz) v f(t2) h? CH- 0 p(t2) h? ... 0
u(tn) f(tn) h? 0 0 ... Pp(tn) h?

b. Déterminer, en désignant toujours pda matrice définie a la question 1I-2, un majorant
de la norme du vecteut = (A+ H).X - Y, au moyen des réelM eth.

SoitX le vecteur défini par la relation suivante :

X = (A+H)™tY.
c. Démontrer la majoration :

[x-%] <K

ouK est une constante ; en donner une valeur a l'aidelde
Donner une signification du vecteXr Préciser comment ce vecteur se calcule.

FIN DU PROBLEME
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