Concours ENSAM - ESTP - ENSAIS - ECRIN - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathematiques 1

durée 4 heures

Les calculatrices sont interdites.
Dans tout le probléme, a et b désignent deux réels positifstels que : 0 < a < &.

Préliminaire.

Déterminer I’ensemble de définition de la fonction £ qui 4 x € R associe
=m0

(=2

n=1
On admettra dans tout le probiéme que {(2) = %2_

Partie 1.

Pour tout # € N*, on définit la fonction #, de R! dans R par :
V>0, us(x)= L -ln(1+%).
Question 1.

1.1. Vérifierque Vr € N*, Vx > 0, un(x) 2 0.

1.2. Montrer que la série de fonctions de terme général u, converge simplement sur
10, +oof.
o8

Dans toute la suite du probléme, Z u, est notée S et y désigne la valeur de S(1).

n=1
Question 2.
2.1. Prouver que S est dérivable sur [a,5].
2.2. En déduire que S est dérivable sur 10, +oof et que :

Vx>0, ﬁ(x)=§(%—n}_x)_
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Question 3.

r
Soit p € N*. Montrer que lorsque p tend vers I’infini : Z -,% =Inp+7y+o(l)

n=1
Question 4.
4.1. Prouver que :

i (un{x + 1) —un(x)) = i % +lIn(l+x)-In(p+1+x).
n=1

n=l

4.2, En déduire que :

Vx>0, Sx+1)=Sx)+y+In(1+x).
Question S.
Soit ¢ la fonction définie de R dans R par :

Vx>0, ox)= -xl- exp(—yx + 5(x)).

5.1. Montrer que Vx > 0, p(x + 1) = xp(x).
5.2. Vérifier que @ est dérivable sur J0,+oo].

dg 2 (1y9
Calculer Ex—(x) pour x > 0. Que vaut o (1) ?

Question 6.

Pour n > 1, soit @, la fonction de R} dans R telle que :

_ n*n!
Vx>0, @afx) = x(x+1) .. (-’C'*'n).

Montrer que V x > 0 ,In (¢,(x)) tend vers S(x) —xy —Inx quand » tend vers 4.
Question 7.

F e X .
Onnotenp, = [ ] -——’;-I—)f—’_-;—l (p entier naturel > 0),
n=1 k7

7.1. Prouver la convergence de la suite (%), vers une limite L(x).

7.2. Endéduireque: Vx>0, )= LJx'El exp(~xy).

Partie 2.

Soit I 1a fonction de la variable réelle x définie par : T'(x) = j;m =1 exp(-#)dt.

Question 1.

1.1. Déterminer 1’ensemble de définition de la fonction I'.

1.2, Calculer I"(1).
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1.3. Montrerque Vx > 0, T'(x+ 1) = x"(x).
Question 2.
Pour n entier naturel 2 1, on définit la fonction g, de de R} dans R par :

1-LY” si 0<r<n,
,‘,{( L)

0 sitzn

21. Prouverque: V¢20, exp(-f) 21—+
Endéduireque: V20,V n21, 0<gst) <exp(-1).

2.2. Montrer alors que :
. n AT ol g
Vx>0, lim j'o(l—ﬁ):“d:“r(x).

n—+w

Question 3.
Pour tout entier naturel » > 1, on définit la fonction /, de R dans R par :

L) = | ; (1-£)'1 dr.

3.1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction 7,,.
3.2. Prouver que :

Vz>0,Yn>1, jo (1- L)' P dr = n* ().

3.3. Trouver une relation entre /,(x) et /,_ 1 (x + 1) et en déduire que :
Vx>0, I'(x) = (x).

Partie 3.

Dans toute cette partie, x € ]0,1[.
Question 1.

+

Vérifier existence de I " exp(~ 1) Intdt.

1]
Question 2.

Soit » € N. On définit les fonctions :

vade Ridans Rpar:V > 0, vp(¢) = —-f;rexp(—t)(lnt)"

etT,de]l,+co[dansRpar:V u> 1, T,(u) = !: va(l)dt.

2.1. Pour # > 1 donné, montrer que la série de fonctions de terme général v,

converge normalement sur [-}7, u].
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+ oo + 0
2.2 Justifierque: Vu>1, Z Tu(u) = L/ (Z vn(t))dt
4\ =0

ne=0

Question 3.

On pose, pour n € N:
r 1 n pto
ay = %!—Ioexp(-t)ﬂnﬂ"dr et b, = -’-‘r;T-L exp(-t)(In¢)"dt

3.1. Montrer que :

Vp 20, Z(a,,+b,,)€I exp(—t+x|Int|)ds.

n=0

3.2.En déduire que la série de fonctions de terme général 7, converge
normalement sur ]1,+-c0[.

Question 4.

4.1 Vériflerque Vx € 10,1{, T'(1 +x) = I;m( Z ‘—;‘:T exp( — ¢)(In r)") dt

n=_

4.2. Prouver alors que :

@

Vxe]0l[, It +x) = 2 —%(Emexp( - t)(inz)"dt) .

n=0
Question 5.

5.1. A I’aide des parties 1 et 2, vérifier que :

& 1,71 1
T z""Y*z:a(F“m)-
4 (x)

. ' _ 1Yy
puis que 1“() _"7"“*'2(2&72‘1—3‘*)'

n=1

5.2. En admettant que I’on peut intervertir dans la formule précédente les deux
sommations, prouver que :

Vxe]0,1[, T(l1+x)= exp(—yx+z (-1)* i;— C(k)).

k=2

+ o0 2
5.3. Démontrer alors le résuitat : ID exp(—¢) In’tdt = y? + '%—

Page 4/ 4



	E4A 2002 Mathématiques 1
	Préliminaire
	Partie 1
	Partie 2
	Partie 3


