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SoitF la somme de la série entiére réelle de terme général

un) = X2 n=01,2,..:
n( ) - (nl)z ’ - ) ==y ey oy
cette fonctiorF est définie par la relation suivante :
- 2n
F(x) = X
; (nh)?

Le but de ce probleme est de rechercher une fonction équivalente a la faRétikinfini.

Premiere partie

|.1 Définition de la fonction F ; )
Déterminer 'ensemble de définition de la fonctiBnEtudier les variations de la fonctidh
et la convexité de son graphe.
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[.2 Encadrement de la fonctionF :
Soient(Vn) oy €1 (Wn), oy €S suites réelles définies par les relations suivantes :

1)2 1)2
Vo= 0" gy — M) _an-n_01.2.., 0 = 1)
(2n)! (2n+1)!
a. Démontrer que la suil@n), . €St monotone croissante. En déduire I'inégalité suivante :
1 < 4"
(nH? =~ (2n)!

En déduire une majoration, sur la demi-droite ferrﬁéeoo[, de la fonctiorF a I'aide de la
fonctionx — ch(2x).

:n=20,1,2,....

b. Démontrer de méme une minoration, sur la demi-droite om]@r,teo[, de la fonctiorF a
l'aide de la fonctiorx — sh(2x)/2x.

Pour tout réek strictement positif, soiG(x) la moyenne géométrique des réehg2x) et
sh(2x)/2x. Soit® la fonction définie, sur la demi-droite ouver]é, oo[, par la relation suivante :

_ e
(I)(x)—ﬂ.

c. Comparer les deux fonctioset ® a I'infini.
Deuxiéme partie

Dans la suite il sera utile de considérer la transformatisnivante (dite de Laplace). A une
fonction f donnéet — f(t), définie et continue sur la demi-droite ouver@ o[ , intégrable sur

tout intervalle semi-ouver]o, a], (aest un réel positif quelconque), la transformatioassocie
la fonctionL(f) qui, si elle existe, est définie par la relation suivante :

L(F)(x) = I:f(t) et dt.

Il -1. Exemples: transformées de Laplace des fonctionk et ® :
a. Un résultat préliminaire : saitun réel strictement positif donr(& > 0) ; calculer pour
tout entier naturek (k € N), l'intégralely suivante :

= [ tcextdt.
=]

b. Démontrer que la fonction— F(t) e™! est intégrable sur la demi-droite fermE’:@, oo[
dés que le réet est strictement supérieur 2 > 2). Déterminer la fonctiot.(F) en calculant

L(F)(x) au moyen de la somme d’une série.

L(F)(x) = j: F(t) e*tdt.
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c. Soitg la somme d’une série entiere définie par la relation suivante :
(20! o
g(t) = D = 2,
; (nh)?

Déterminer I'intervalle ouverﬂ—R, R[ de définition de la fonctiog. Déterminer au moyen
de fonctions élémentaires I'expressiongde) en utilisant par exemple le développement en série
entiere de la fonction

1 .
1+u

um—

d. En déduire I'expression, pour tout réedupérieur strictement a 2, de la transformée de
Laplace de la fonctiofr.

e. Déterminer, en précisant son ensemble de définition, la transformée de Laplace de la
fonction®, définie pourt > 0 par la relation suivante :

_ et
CD(t)—ﬁ.

I: eCet = V7

Le résultat ci-contre est admis 5

Il -2. Une propriété de la transformation de Laplace:

Etant donnée une fonctidrdéfinie et continue sur la demi-droite ouvelj@, «[ , intégrable
sur tout intervalle semi—ouveﬂ!o, a], (aest un réel positif quelconque), stif) 'ensemble des
réelsx pour lesquels la fonction— f(t) et est intégrable sur la demi-droite ouveﬂt@, oo[ :

I(f) = {x | t— f(t) e*t estintégrable sufo, o[ } .

a. Démontrer que si le régp appartient a 'ensemblif), alors la demi-droite fermée
[ Xo, o[ est contenue darigf).

Soit E 'ensemble des fonctiorfs considéerées ci-dessus, dont I'ensempin’est ni vide ni
égal a toute la droite réellgl(f) + @ etI(f) # R).

b. Démontrer que, pour toute fonctibappartenant a I'ensemble I'ensembld (f) admet
une borne inférieure(f) :

a(f) = inf{x | x e I(f)}.
En déduire que I'ensembléf) est la demi-droite ouver@a(f), oo[ ou la demi-droite
fermée[ a(f), o .

c. Démontrer que, pour toute fonctibappartenant &, la fonctionx — L(f)(x) est continue
sur la demi-droite ouver@a(f), oo[.

Démontrer que, si la fonctioihest positive, la fonctioh (f) est décroissante ; en déduire que,
si a(f) appartient &(f), la fonctionL(f) est bornée sur la demi-droite ferm@e(f), oo[.

-3/5-



d. Soitg une fonction positive appartenant a I'ensentbjelont la transformée de Laplace
L(g) est bornée sur la demi-droite ouvei_‘]lze(g), oo[. Démontrer les propriétés suivantes :

i/ il existe une constante positii, telle que, pour tout réed strictement supérieur&g)
(X > a(Q)) et tout réel positifA :

| OAg(t) eXidt < M.

i/ En déduire que la transformée de Laplace de la fongjiest définie sur la demi-droite
fermée[ a(g), = .

Il -3. Comparaison des transformées de Laplace de deux fonctions équivalentes
Soientg eth deux fonctions, positives, appartenant a I'espac€es deux fonctions sont
supposees croitre vers I'infini lorsque le réednd vers I'infini et étre équivalentes a I'infini

a. Démontrer que les deux réel®) eta(h) sont égaux.

b. Ici a(h) n'appartient pas &h). Quelle conclusion y-a-t-il lieu d’en tirer siu(h)(x)
lorsque le réek tend versx(h) (par valeurs supérieures) ? Démontrer que, pour tout réel positif
g, il existe un réelA tel que, pout supérieur &, il vienne l'inégalité :

lo® - hd)l < Sl

En déduire l'inégalité ci-dessous, pour tout nréappartenant a la demi-droite ouverte
Ja(h), e[,

L@ ) - LM < | OAlg(t) —hmle*tdi+ £ | j:|h(t)| et gt

Démontrer que les deux fonctiohgsg) — L(h) sont équivalentes lorsque le rédkend vers
a(h).

Il -4. Une conjecture:
Comparer les transformées de Laplace des fonckoetsb. Est-il possible de proposer un
équivalent a la fonctiof a I'infini ?
Troisieme partie
Le but de cette partie est d’établir le résultat suggéré par la question 1I-4.
Il -1. Fonction k :

Dans cette question,est un réel fixé strictement positif. Sdit t — k(t) la fonction définie
par la relation suivante :

kt)y =Y >r<]—|" ent,
n=0

a. Démontrer que, pour tout réefixé, la fonctionk : t — k(t) est définie et continue sur la
droite réelleR, périodique et de périoder2
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En déduire la valeur de l'intégralkci-dessous au moyen du réglx).

2n
3= [ ket e
0

b. Calculerk(t). En déduire une expression ftet) |>.

c. En déduire I'expression dgx) au moyen de I’intégralﬁz exp(2 X cost) at.

Il -2. Trois fonctions auxiliaires:
Etant donné un réed strictement positif, soierit;, h, eths les trois fonctions suivantes :

1 exp(xt)

—=dt ;
o Jy1-t

hi(X) = jzlz exp(x cost) dt ; hy(x) = I

1
hs(x) = | exp(xt) VIt dt.
0
a. Justifier I'existence de ces trois intégrales.

b. En effectuant d’abord le changement de variabte /1 —t dans l'intégrale servant a
calculerhz(x), déterminer un équivalent de(x) lorsque le réek tend vers I'infini.

c. Déterminer de méme un équivalenttdgx) lorsque le réek tend vers l'infini.

Le résultat ci-contre est admis : j el Judu= %
0

d. Etablir la propriété suivante : il existe une constadtelle que, pour tout réel de
l'intervalle semi-ouver{0, 1[, la relation ci-dessous soit vraie :

<Cyl-u.

‘ 11
Ji-uz J2(1-u)

e. Déduire des résultats précédents un équivaleht @@ a I'infini.

Il -3 Equivalent de la fonctionF a I'infini :
Déduire des résultats précédents un équivalent de la foriet@okinfini.

FIN DU PROBLEME
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