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Soit �Bn�n�N la suite des réelsdéfinispar les relationssuivantes :

B0 � 1, B1 � 1, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, Bn�1 � �
p�0

n

Cn
p Bp.

Les réels Cn
p sont lescoeff icientsdu binôme ; le nombre réel Cn

p, noté aussi
n

p
, est

égal au cardinal de l’ensemble despartiesayant p élémentsd’un ensemble ayant n éléments.

PREMIÈRE PARTIE

I -1. Fonction E :
Soit E la fonction définie sur la droite réelle R par la relation suivante :

E�x� � exp�expx� � eex
.

a. Démontrer que la fonction E est développable en série entière sur la droite réelle R.
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b. Étant donné un entier naturel n, soit An le réel égal à la valeur de la dérivée n-ième de la
fonction E en 0 :

An � E�n��0�.

Démontrer, en admettant lesconventionshabituelles00 � 0! � 1, la relation suivante :

An � �
k�0

�
kn

k!
.

c. Établir, pour tout entier naturel n �n � 0�, une relation de récurrence exprimant An�1 en
fonction de A0, A1, �, An.

En déduire l’expression suivante du réel Bn en fonction de An :

Bn � 1
e An.

I-2. Comparaison de sommes infinies :
Soit �un�n�1 une suite de réelsstrictement positifs �un � 0� ; on suppose que, pour tout entier

naturel n, la série de terme général uk kn, k � 1,2,..., est convergente. Soit Un sa somme :

Un � �
k�1

�

uk kn.

a. Démontrer que, pour tout entier p donné supérieur ou égal à 1 �p � 1�, lorsque l’entier n
croît vers l’ infini, le réel Un est équivalent au reste d’ordre p de la série défini par la relation :
Rp, n � �k�p

� uk kn ; c’est-à-dire :

pour tout entier strictement positif p, Un � Rp, n � �
k�p

�

uk kn.

b. Étant donnéesdeux suites �un�n�1 et �vn�n�1 de réelsstrictement positifs
un � 0, vn � 0 , démontrer que, si les réels un et vn sont équivalents lorsque l’entier n croît

vers l’ infini �un � vn�, lesdeux suitesde réels Un, n � 1,2,� et Vn, n � 1,2,� définispar les
relationssuivantes :

Un � �
k�1

�

uk kn, Vn � �
k�1

�

vk kn,

sont équivalentes, lorsque l’entier n croît vers l’ infini :

Un � Vn.

I-3 Fonction fn :
Étant donné un entier n strictement positif �n � 1�, soit fn la fonction définie sur la droite

réelle R par la relation suivante :

fn�x� �
0, si x � 0,

ex x�x�n�1/2, si x � 0.
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Étant donné un entier n strictement positif �n � 1�, soit sk le réel défini par la relation
suivante :

sk � fn�k�.

a. Étudier, pour un entier n donné, la convergence de la série de terme général sk,
k � 0,1,2,� ; soit Sn la somme de cette série :

Sn � �
k�0

�

fn�k�.

b. Démontrer, lorsque l’entier n croît vers l’ infini, l’équivalence suivante :

An � 1
2�

�
k�0

�

fn�k�.

DEUXIÈME PARTIE

Étant donné un réel � strictement positif �� � 0�, soit �� la fonction définie sur la
demi-droite ouverte 0, � , par la relation suivante :

���x� � �x lnx � x � � lnx.

I I -1.Étude de la fonction �� :
a. Déterminer deséquivalentsde���x� dansdesvoisinagesde 0 et de l’ infini.

b. Déterminer lesvariationsde la fonction�� sur la demi-droite ouverte 0, � ; établir en
particulier l’existence d’un réel � en lequel la fonction�� atteint son maximum.

c. Soit � la fonction qui, au réel �, associe le réel �. Démontrer que cette fonction �, définie
sur la demi-droite 0, � , est continûment dérivable.

Pour tous réels x et � strictement positifs, la relation ci-dessous, dans laquelle le réel � est
l’ image par la fonction � du réel � �� � �����, est admise :

�� � �1 � x� � ����� � �� � ���x � ln�1 � x�� � � x ln�1 � x�.

I I -2. Maximum de la fonction fn :
a. Démontrer que, pour tout entier n strictement positif, la fonction fn admet un maximum en

un unique point �n. Est-ce que la fonction fn est continûment dérivable sur la droite réelle R ?

b. Établir lespropriétéssuivantesvérifiéespar les réels�n �n � 1� :
i. En admettant les inégalitéssuivantes,

0 � 1
2

� 2ln2 � 3
2

,

démontrer que les réels�n, n � 0,1,2,� vérifient lesencadrementssuivants :

1 � �1 � 2 � �2 ; pour tout entier supérieur ou égal à 3 : n � �n � n.
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ii. le réel �n est négligeable devant l’entier n lorsque l’entier n croît vers l’ infini :

�n � o�n� lorsque n � �.

iii. pour tout réel � comprisstrictement entre 0 et 1, le réel n� est négligeable devant �n,
lorsque l’entier n croît vers l’ infini :

n� � o��n� lorsque n � �.

TROISIÈME PARTIE

Étant donné un entier n strictement positif �n � 1�, soit gn la fonction définie sur la droite
réelle R par la relation suivante :

gn�x� � 1
fn��n�

fn �n 1 � x
n

.

I I I -1. Propr iétésde la fonction gn :
a. Vérifier, pour tout entier n strictement positif et tout réel x, la relation suivante :

fn�x� � fn��n� gn
n

�n
x � n .

b. Donner l’allure du graphe de la fonction gn.

c. Démontrer que la suite de fonctions �gn�n�1 converge simplement versune fonction g ;
expliciter cette fonction g.

d. Démontrer qu’ il existe un entier n0 tel que, pour tout entier n supérieur ou égal à n0

�n � n0� et tout réel x strictement supérieur à� n �x � � n �, la fonction gn vérifie la
majoration suivante :

gn�x� � exp � n
2

x
n

� ln 1 � x
n

.

I I I -2 : Une majoration de la fonction gn :
a. Soit u la fonction définie par la relation suivante :

u�x� � 1
x2 �x � ln�1 � x��.

Démontrer que cette fonction se prolonge en une fonction dérivable sur la demi-droite
ouverte �1, � ; démontrer que cette fonction u est décroissante sur cet intervalle. Préciser son
signe.

b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal à l’entier n0 introduit à la question
III-1.d, la fonction gn, définie sur la droite réelle, vérifie lesmajorationssuivantes :

gn�x� � exp � x2

4
, si x � 0 ; gn�x� � exp � 1

2 �x � ln�1 � x�� , si x � 0.
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QUATRIÈME PARTIE

Recherche d’un équivalent du réel Bn lorsque l’entier n croît indéfiniment.

IV-1. Intégrabilité de la fonction gn :
Démontrer que, pour tout entier n strictement positif, la fonction gn est intégrable sur la

droite réelle. Soit In la valeur de son intégrale :

In � �
R

gn�x� dx.

Démontrer que la suite de réels �In�n�1 est convergente. Il est admisque la limite de cette
suite est égale à 2� .

IV-2. Un encadrement de la somme Sn :
Étant donné un entier n strictement positif, d’après la question I-3.a, le réel Sn est la somme

de la série de terme général fn�k�, k � 0,1,2,�.
Déterminer des réels Kn et �n telsque la somme Sn soit encadrée de la manière suivante au

moyen de l’ intégrale In :

Kn�In � �n� � Sn � Kn�In � �n�.

Les réels Kn et �n seront explicitésen fonction de n, �n et de la fonction fn. La suite �n tend vers
0.

Indication : Soit p l’entier égal à la partie entière du réel �n ; cet entier est défini par les
inégalitésci-dessous :

p � �n � p � 1.

Déterminer desencadrementsdesdeux sommes Sn´ et Sn´´ définiespar les relationssuivantes :

Sn´ � �
k�0

p

fn�k� ; Sn´´ � �
k�p�1

�

fn�k�.

IV-3. Un équivalent du réel Bn :
Déduire des résultatsprécédentsun équivalent du réel Bn lorsque l’entier n croît vers l’ infini.

FIN DU PROBLÈME
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