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EPREUVE DE MATHEMATIQUES 11

Durée : 3 heures

Calculatrice interdite

Dans tout le probléme # et p désignent deux entiers supérieurs ou ¢gaux a 2 et K désigne Ron C.

» On note M,{K) I'cnsemble des matrices carrées d’ordre # a coefficients dans K.

» On identifiera K" et M, ((K), |'cnsemble des matrices colonnes d’ordre # 4 coefficients dans K.

= Si M est une matrice, m;; désigne le coefficient d’indice (7,7) de A ct C,(M) désigne la j-éme
colonne de cefte matrice.

« Si 4 e M,(K). rg(4) désigne le rang de A.
+  On définit pour :

al nl Y]
= X= 0 leK et V= [ |eX” XV . |eK?;
Xn i Yr XRY
*+ 4 eM,(K), B e M (K), A*B lamatrice carrée d”ordre np, dont la représentation

par blocs carrés d’ordre p est:

a B 2B - asB
az,jB ag,zB--- ﬂ'Z,‘nB

Lﬂn:lB c;:nzB e ﬂ.rr,'nB

10 1 -1 01
010 0 10

11 101 01 10 -1-1
ParexemplcsiAZ[ZI}ct B=10-1 0alors 4.8= 20721 01
0 11 020 0 —10

0220 11

+ Si Ae M, (K}, on note Spi{1) '’ensemble des valeurs propres de 4 appartenant 4 K 1.e.
"ensemble des racines dans K du polyndme caractéristique de A.

+ Siuy,....up sont des vecteurs d’un K espace vectoriel £, on note Vecti{u,, ..., u,) le sous espace
vectoriel de E engendré par la famille (27, ..., u,).

+ Si X est une matrice colonne, X désigne la matrice colonne dont les coefficients sont les
conjugugés des coefficients de X .


Jérémie Delobel
 

Jérémie Delobel
 

Jérémie Delobel
 


(©E-Supnet.com 2002

Partie I
1. Montrer que : VAe M(K), VBe M,(K), 4+8=0 < A=00uB=0.
2. a. Montrer que : V4e M(K), VBe M,(K), vXc K", ¥V eK”,
b. De méme, montrer que : V(4,4 (ML(K))*, V(B,BYe(M,(K))*,
(AB)(AB)=(4.4" (BB .

3. Montrer que: ¥Ae M,(K), VBe M,(K), 4+8 est nilpotente si et seulement si 4 ou B I’est.

4. a. On suppose que 4 € M(K) et B e M,(K) sont inversibles. Montrer que 4+B est inversible ct
préciser son inverse en fonction de A et 87|
1 1 -1 0-1
010 0 140
b. Montrer que 2 gj é (I} _é _1 est inversible ¢t calculer son inverse.
6-20 0 -10
0220 11

5. Onnote J,{#) la matrice carrée d"ordre » dont 1ous les coefficients sont nuls a 1’exception des r
premicrs coefficients diagonaux qui valent 1.

a. Montrer que rg[(Ju(r))«( Jp(s))] = ry .

b. On suppose que 4 &€ M,(K) etrg(d) =r, et B € M,(K). rg{B) =s.

Montrer que rg(4-8)=rs.

¢. En déduire que 4.8 inversible implique 4 et B inversibles.

6. Onnote (U, ..., U,) la base canonique de K" et (V,,..., V) la base canonique de K”,
a. Montrer que B = (UpsVy, ..., UV, o, UneVy, L, Uys V) est la base canonique de K%
b. Etablir que : Vie{l,...n} ¥ ell,...p}

(4BYU, ):i}xd(iaw( Upr)).

En déduire la matrice associée a A+B dans la basc B” = (U, V), ... UV 0 UV, L U V).
¢. Montrer qu’il existe une matrice carrée P d’ordre #p, orthogonale, telle que :
Bid = "P(ABP .

Partie 11

On considére 2 matrices carées, 4 € M (K) et B e M (K) .

1. a. On considére X un vecteur propre de A pour la valeur propre A et ¥ un vecteur propre de B pour la
valeur propre y. Montrer que Ap est une valeur propre de 4+8 et préciser un vecteur propre associé a cette
valeur propre.

h. On suppose que A4 et B sont diagonalisables. Montrer que A+8 est diagonalisable et déterminer une
base de vecteurs propre de 4.8 en fonctions d’une base de vecteurs propres de 4 et d’une base de vecteurs
propres de B.
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_3_

c. exemple . montrer que | 6 _ est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres ¢t ses sous
1

€8paces propres.
2. On suppose dans cette question que 4+8 est diagonalisable et que Spk(A) contient une valeur non nulle.
* Soit e Spr{4) et U un vecteur propre pour la valeur propre A.

« On note UK? le sous espace vectoriel de K™ formé des vecteurs de la forme UsY pour Ye K? .

a. Montrer que U+K? est un sous espace vectoriel de K™ stable par 4.5 .
b. En choisissant & convenablement, en déduire que B est diagonalisable.

On suppose désormais que 48 est diagonalisable ¢t non nulle.

frd

. On suppose dans cette question que K = C . Montrer que 1’on a alors A et B diagonalisabies.

On suppose désormais que K =R, 4 M,(R), Be M{(R}).
On rappelle que M,(R) est naturellement inclus dans M, (C).

4. Montrer que si I'une des deux matrices 4 ou B est diagonalisable alors 1’autre ’est aussi.

n

. On suppose dans cette question que A et B ne sont pas diagonalisables.

* on note, S la matrice B 0 :' et si p est un entier naturel non nul, 0, 1a matrice nulle carrée d’ordre p.

a. Montrer que toute valeur propre complexe non nulle de 4 ou de B n’appartient pas a R,

b. Soit ke Spcld) et pe Spe(B) non nulles. Montrer que Ape R et l; eR. En déduire que #° et pz
sont des nombres réels.

c. Soll we ]0,+oo[ tel que ‘oe Spe(4) et X un vecteur propre associé¢. Montrer que

Vectg[{(X+ X)), z'(X—_X_) ] est un sous espace vectoriel de R” stable par 4. Quelle est la matrice de
I”endomorphisme induit par 4 dans la base ((X+ X ), (X ~X)) de Vectg[(X+ X), (X -X)]7
d. Montrer qu’il existe un couple d’entiers naturels nont nuls (7, 5) et (ou,....or) € d0,+ooD R

(Br,..pYe (]0,+oo[) “tels que :
oS (PuS 1
o | (O 5_
A est semblable 4 . et B semblable & | " i
0 s P BsS
O:r—Er L Op—lsJ
En déduire que A4 et B sont semblables a des matrices antisymétriques.

6. Montrer que : YMe M,(R), YNe M(R), (M:N) = (‘M) N).

7. On suppose que M ct N sont des matrices carrées a coefficients réels, non nulles, semblables 4 des
matrices antisymeétriques, )

a. Montrer qu’elles ne sont pas diagonalisables (on pourra montrer qu’elles ne possédent pas de
valeurs propies non nulles) '

b. Etablir que M-N est diagonalisable.

Fin de 'énoncé
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