
ÉCOLE NATIONALE DU GÉNIE DE L’EAU ET DE L’ENVIRONNEMENT
DE STRASBOURG

CONCOURS D’ENTRÉE 2000.

ÉPREUVE DE MATHEMATIOUES  A

COMMUNE AUXDEUXF’ILIERES
PHYSIQUE CHIMIE

PHYSIQUE  ET SCIENCES DE L’INGÉNIEUR

DUR&E : 3 heures

N.B.  : Ce sujet comporte 3 pages de  texte

Les calculatrices sont interdites
SI au cours dè IVpreuve,  un candidàt  rep&e  ce qui uti sembk &re une erreur dVnoncC,  il Ie signaAk  sur sa wpie

et poursuit sa compoWim en expkï$uant  ks rairons  des fnltialives  qu’il est amend h prendre.

1. Montrer que pour n .e.ntier 1 2 et pour z E [O. + 001, la fonction t I+ e-&
n

. fsint)1
\ z /

est intégrable sur 10, +oo[: On définit alors sur 4t+ la fonction fn par la formule  :

f%(x) = 2’” emEt (y)” dt.

Etudier la continuité-de fn.

sin t2. Montrer que pour tout zc E]O,+&[ la fonction t H e-d- est intégrabk

syJ% +2it On dé,finit  &m la fonctio?  fi sur JO, +~OC par la tormde  fi(s)  =

J
e-&-

0
t dt. Etudier la continuité de f’.

3. POU~ 12 2 1 et 2 > 0, établir J’ikgaW : lfn(s.)l..~ i. En déduire l&‘fi&te  de f’(Z)

quand x tend vers +XI.

4. Soit (ub)kE~ la suite de fonctions définies sur [0, +co[ par la formule  :

a) Etablir l’encadrement : *

Vk 2 1, Va: E [0, +CG[,
ze-ksx

2e-(k+1)rx  < l?zik(x)l 5 fflr.
(k + 1)~ -

b) Montrer que la série de fonctions x t-) c uk(x) converge uniformément  sur [O, +m(m
k’L0
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Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la s&ie c -l?& 1 sur l’intervalle
k/O

[0, +c6[, sur l’intervalle 10, +co[  et, pour a > 0, sur l’intervalle [a, +cx$.
c) Déduire de ce qui précède que la fonction fi définie à la question 2. admet un

prolongement par continuité en II: = 0. On continuera à nommer fi la fonction ainsi
prolongée. .

sin t
..< 5. Pour quelles valeurs .du réel cy-la fonction $ ,I+ F. est-elle intégrable sur JO, +w [ ?

II

Dans cette section, an détermine les fonctions fn, définies dans la section 1, pour les
trois premières valeurs de n, au moyen de leurs dérivées. \

1. Montrer que pour n 2 1, la fonction j,, est de chsse C” sur JO,  i-oo[, et que l’on
a, pour k 2 1, =~YLL  fik)(z)  = 0 (f @) désigne la dérivée d’ordre k de la fooction f ).

2. ZL) Trouver une expression simple de la fonction fi sur l’intervalle JO, +oo[. Expliciter

alors fi sur [0, +cQ[. Que vaut la somme +z j(m+l)* T dt ?

b) Calculer  f[. En d dé uire une expres~~n~kplicite  de fi sur [0, +oo[.
c) Exprimer fg au moyen de la fonction fi.

III

Dans cette section, on étudie certaines  séries formées à’partir des fonctions fn définies
dans la section 1.

1. Pour n 2 1, on pose a, = fn(0). ProuVer que la suite (un)  converge vers 0.

2. Montrer que la série de fonctions +E(-l)“fin converge u&onn&ned  sur [o,+~[

et exprimer sa somme sous forme d’une !!égrale.

t3
3. a) Etablir, pour t E sin t 2 t - 6.

b) Pokr CY E [0, l[ et n la relation (1 - cy)” 2 1 - ~CL
c) Déduire de ce qui précède l’inégalité :

V t  E 0.5 ,Vn> 1 ,3 1 1
d) Démontrer qu’on a pour tout n > 1, l’inégalité u2,, 2 $ - $. En déduire la nature

de la série ‘2 az,,.
n=l
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4. Soit x > 0 fixé. Calculer l’intégrale J/llne-l’  (1_ !$) dt et en donner un
1

développement limité au premier ordre en puissances de i.n

Montrer que pour x 2 0, la série E fi,,(x) diverge. Que peut- on dire alors de la série
?a=1 %

de fonctions E f,, ?
?a=1

.
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