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Les calculatrices sont interdites

S au cours de I’épreuve, un candidat repére ce (Ui Iui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa wpie
€t poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives (U’ i| est amené & prendre.

T

sint)"

1. Montrer que pour n entier > 2 et pour z € [0. + oo, la fonction t+ e~ ( n

est intégrable sur ]0, +oo.- On définit alors sur JR* la fonction f,, par la formule :
+oo " reint\"™
fa(z) = A e —) " dt.
Etudier la continuité-de f,.

2. Montrer que pour tout z €]0, +$o[ la fonction ¢ — e-ﬂ.sifz est intégrable
sur ]0, +co[. On définit alors la fonction f; sur Jo, +oof par la formule A(z) =

+oo Sird ] .,
/; e"‘——t-— dt. Etudier la continuité de fj.

3. Pour n > 1 et x > 0, établir Pinégalité : | f,(z)|.< l En déduire la limite de falz)
T
quand x tend vers +oo.

4. Soit (ux)ren la suite de fonctions définies sur [0, +oo[ par la formule :

(k+1)r :
Vk € N, ui(z) = /k F[:’“E%Ii dt.
a) Etablir I'encadrement :
Vi v ~(k+)7x 9e—krz
> — < <
21, Ve €0 +ool, yr S @)l < =

b) Montrer que la série de fonctions x + ux(z) converge uniformément sur [0, +oof.
k20
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Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la série Z |uk | sur lintervalle
k>0

[0, +od], sur l'intervalle 10, +o0[ et, pour a > 0, sur l'intervalle [a, +oof.
c¢) Déduire de ce qui précéde que la fonction f; définie a la question 2. admet un
prolongement par continuité en £ = 0. On continuera a nommer f; la fonction ainsi

prolongée.
, . sint .,
5. Pour quelles valeurs du réel a.la fonction # — g est-elle intégrable sur ]0, +oo [ ?
1|

Dans cette section, on détermine les fonctions f,, définies dans la section 1, pour les
trois premiéres valeurs de n, au moyen de leurs dérivées.

1. Montrer que pour n > 1, la fonction f, est de classe C* sur ]0, +oo[, et que I'on
a pourk21, lim f®(z) =0 (F ® désigne la dérivée d'ordre k de la fonction f).

2.a) Trouver une expression simple de la fonction f{ sur l'intervalle J0,+oo[. Expliciter

(n+1)7 gin ¢

+o0
alors fi sur [0, +oo[. Que vaut lasomme > / — dt?

. n=0 V"
b) Calculer f. En déduire une expression explicite de f; Sur [0, +ool.
c) Exprimer f§ au moyen de la fonction fi.

i
L)I
Dans cette section, on étudie certaines séries formées a partir des fonctions f,, définies

dans la section 1.

1. Pour n = 1, on pose a, = fa(0)-Prouver que la suite (a,) converge vers 0.

+oc0
2. Montrer que la série de fonctions Y (—1)" fan converge uniformément sur [0, +oo
n=1
et exprimer sa somme sous forme d’une intégrale.

3
% 1r - ’ L4 -
3.a) Etablir, pour te [0, —2—] Pinégalité sin t >t — X
b) Pour « € [0, [ et n € IV, prouver la relation 1 a)*>1-na.
c) Déduire de ce qui précede l'inégalité :

sint\" nt?
vt e]o.g_,vnz 1, (——t ) >1- .
- - 1
>l____ En déduire la nature

d) Démontrer qu’on a pour tout n =1, I'inégalité ap, > o
n n

400
de la série ) azn.

n=1
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4. Soit x > 0 fixé. Calculer I’intégrale/0 e™™ (1——6‘) di et en donner un

1
i

développement limité au premier ordre en puissances de

o
+c0

Montrer que pour x 2> 0, la série Z fan(z) diverge. Que peut- on dire alors de la série
n=1 .

400
de fonctions ) fa ?

n=1



