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Concours Ecole Naval 1991

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 3 heures)

Le correcteur tiendra le plus grand compte du soin qu’apporteront les candidats a la présentation
de leurs copies et a la rédaction.

Le correcteur souhaite vivement que les candidats soulignent - dans chaque démonstration - le point
(ou 'idée) qui leur semble le plus important. Les candidats pourront traiter une question en admet-
tant les résultats des questions précédentes de I’énoncé a condition de le mentionner explicitement.
La partie III peut étre traitée indépendamment des parties I et II.

+o00
Rappelons que si f : R — C est une fonction continue, alors on dit que / f(t)dt converge si
0

+oo +o0o
/ Re f(t)dt et / Im f(t)dt convergent et on pose
0 0

+oo +o0 +00
/0 f(t)dt:/0 Re f(t)dt +/0 Im f(t)dt .

PARTIE I
Soit (vg)ren une suite de nombres complexes telle que pour tout réel A > 0 la série Z ﬁvk soit
k=0

convergente.

+00 L

A

Si la fonction A — e~ E 1Yk admet une limite [ € C quand A tend vers 4-oc0 nous dirons que [
k=0

est la limite généralisée de BOREL de la suite (vg)ken €t nous poserons :

+infty |k
. : Y A
lim genv,=10= lim e E — Uk
n—-+o0 A——4o00 — k!

1) Montrer que si (vy, )nen converge (au sens usuel) vers I’ € C | alors la limite généralisée de (v, )nen
existe. Déterminer lim gen (v,).

2.a) Donner un exemple d’une suite bornée mais non convergente (vy,) de nombres complexes telle
que lim gen v, existe.
n—-+0o

2.b) Donner un exemple d’une suite non bornée (v,) de nombres complexes telle que liI+I1 gen vy
n—-+0oo

existe.

Soit A € R. Dans le probléme nous dirons qu’une fonction f :JA,4o0o[— C est analytique sur
JA,+oo[ si f est de classe C* sur A, +oo[ et si pour tout ¢ de ]A,+oo[ il existe € > 0 tel que

- f(n)(to) n
Jt —e, t+¢e[C]A, +oo[ et Yh €] — ¢, +¢] la série Z ————=h" converge et a pour somme f(to+ h).

n!
n>0
3) Soient f et g deux fonctions analytiques sur |A, +oco[. Montrer que :
si f et g coincident sur un intervalle ouvert I non vide de ] A, +oo[ alors Vt €] A, +ool, f(t) = g(t).
(On pourra fixer un point ¢y de I et considérer 1’ensemble
{t' €]A,+o0[ | V t appartenant au segment d’extrémité to et t' , f(t) = g(t)})



(©A vos cours 2001 2

PARTIE II
Soit Zun une série - éventuellement divergente - de nombres complexes telle que le rayon de
n<0
ZTL
convergence R de la série entiere Z — Un soit non nul (R > O). Supposons en outre qu'’il existe
n!

n>0
e > 0 et une fonction z — f(z) définie et analytique sur | — &, +-00[ telle que

Vz €] — min(e, R),+min(e,R)[, f(z) = Z A—nzn :

n!
n>0

D’apres le 3) - il existe au plus une telle fonction analytique définie sur | — ¢, +o00[. Si l'intégrale

+00 +00 n
PP _ z
généralisée : / e f(z)dz converge alors nous notons (par abus) / e ” g un— | dz sa valeur
n!
0 0 n>0
et nous 'appelons somme généralisée de BOREL de la série g Uy
n>0

4) Dans cette question nous supposons que la série Z U, converge.
n>0
Onpose: So=0et S, =up+u; +---+up_1, pour n € N* .

, . AT n Un
4.a) Déterminer les rayons de convergence de Z ES,Z et de Z A i
n>0 n>0

AT A +oo prg
4.b) Soit A € R™. Trouver une relation simple entre : e Z — 5, et / e ? (Z Up,— | dz .
77,' 0 n'
n>0 n=0
4.c) Montrer - en utilisant la question 1) - que la somme généralisée de BOREL de la série Z Un,

n>0
existe et que :

—+o00 zn
Swe [ (T | e
n!

n>0 0 n>0

Z’I’L

5) Donner un exemple de série divergente ZU"’ telle que le rayon de convergence de Zun—'
n!

n>0
soit infini et telle que la somme généralisée au sens de BOREL

“+o00 Zn
s .
e E up,— | dz existe .
0 n'
n>0

6) Soit a € C\{1}. Posons u,, = o, n € N. Déterminer la somme généralisée au sens de BOREL
de la série Z Uy -
n>0

PARTIE III

7) On considere Iéquation differentielle
, 1
(E) : ¢(x) —o(x) = —— €0, 400 .

1
7.a) Déterminer les coefficients C,, , n € N, d’une solution formelle E Cn—,77 de I'équation (E).
x
n>0
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7.b) Soit x € R*T*. Donner une expression simple de la somme de la série entiere en 2z € C :
n

z" Oy

E — T quand elle converge.
n! znt

n>0

Montrer que cette somme se prolonge en une unique fraction rationnelle en z qui sera notée, f(zx,z)

définie sur C\—z.

+oo d¢ —+00
7.c) Soit & € R**. tablir une relation simple entre / e et / e “fx,z)dz .
0 0

1+¢
+o0 df
7.d) Posons : @°(z :/ e
) Sy = [ et

Montrer que x — ¢%(z) est une fonction de classe C°° sur RT™ solution de I’équation (E).
N-1

k!
Montrer que VN € N*, Vo € Rt on a : |¢%(z) — Z(_l)kxkﬂ < $NL+'1
k=0

8) Soient ag,ai,--- ,a, des nombres réels. Montrer que I’équation differentielle ¢'(z) — p(z) =
P
Zaj—j posséde une unique solution u continument dérivable sur R telle que hrf u(z) = 0.

X T—+00

j=1

Donner une expression simple de u en fonction des réels a; et des dérivées de la fonction ©Y définie
au (7.d).

ere
1+¢

9.a) Montrer que V x € RT* | I'intégrale ¢°(z) = / h(zx, pe®)edp converge.
0

9) Posons h(z,§) =

ou z est un réel > 0 fixé. Soit 6 € [0, g[

9.b) Pour chaque réel R > 0 on pose :

R 0 . . R . .
\I'(x,R):/O h(x,ﬁ)der/O h(q:,Rew)Riewdgo/O h(zx, pe’®)edp

Le dessin ci-dessous illustre la situation :

d
lcul —v .
Calculer, pour R > 0, IR (xR)

9.c) En déduire une expression simple de ¥(z, R).
9.d) Déterminer lim h(zx, Re’?)Rie“’dep.
R—+o00

9.e) En déduire que V0 € [0, 2] , ¢%(z) = ©(z).

FIN



