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Concours EITPE 1991 option M

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

(Durée : 2 heures)

On considere la série de fonctions ) f, définie par : f,(t) = —/—— pour t € Ret n € N*.
n

+1

dt
1+t4

+oo 400
En cas de convergence, on notera f(t) = Z fn(t). Soit d’autre part A = /
n=1 0
1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Etude de la dérivabilité de f :
2.1. Montrer que la série Y f! converge uniformément sur R.
2.2. Montrer que f est de classe C! sur R et étudier les variations de f.
+o00
3. Soit ¢ une fonction continue sur Rt & valeurs dans R*, décroissante telle que / (x)dx soit
0
convergente et soit u, = ¢(n) pour n € N.

3.1. Montrer que > u,, converge.

+o0 400 +o0
3.2. Soit 1, = Z uy ; montrer que / o(x)dr <1, < / o(x)dz

k=n+1 n+l

4. Etude de f au voisinage de +o0 :

4.1. Montrer que f admet en +o00 une limite que 'on déterminera.

4.2. Montrer que f(t) équivaut a 75 au voisinage de +o0.

5. On se propose de calculer f(0) &4 1075 pres :

5.1. Soit g : R — R, 2r-périodique, telle que g(0) = 272, et sur |0, 27[, g(x) = x. Préciser les
coefficients de Fourier de g.

+00 +o0
1 1
5.2. En déduire 1 1 d — is celle d — tili la f le de P 1).
1 dedulre la valeur de ; n2, puis celle de ; A (On utilisera la rormule de arseva)

5.3. En déduire une valeur approchée de f(0) & 107 pres.

5.4. Représenter graphiquement f.
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+00 +oo
6. On étudie maintenant f(t)dt et on définit v, = fa(t)dt.

0 0
+0o0

6.1. Montrer que f(t)dt existe.
0

+o0 a a
6.2. Montrer que Z/ fu(t)dt = / f(t)dt, pour tout réel a > 0.
n=1"0 0

—+00

/Oaf(t)dt =) o,

n=1

6.3. Montrer que < h(a), ou h est une fonction admettant une limite

o dt
nulle en +o0o (Pour cela, on majorera, pour n > 1, / T par une intégrale calculable par
n
a

quadrature).

+o0 “+00

1
6.4. En déduire, en fonction de A et de Z —;, la valeur de f(t)dt.
n 0

n=1

6.5. Calculer X et en donner une valeur approchée a 107% pres.

+00
6.6. Donner un encadrement de Z — , en utilisant la méme méthode qu’au 3..
k=n+1
=1 <1 1/1 1
6.7. Soit S = ; e et o, = ; (E + 1 (ﬁ + m)), pour n € N*. Majorer |S — 0,|;
+oo
en déduire une valeur approchée de S a 10~* pres et donner une valeur approchée de f(t)dt.
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