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Concours ESIM 1989 option M P’
PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

n désigne un entier naturel non nul. On note E(z) la partie entiere du réel z.

k
Pour tout k € {0,1,--- ,n+ 1}, on note a; = Fl. On définit les fonctions u,, S,, C,, V, et A,
par : n+
_ sin(nx)
1 duk

Sule) = Y wle)  Culw) =375 )

kﬁl kil
Va(z) =) u(@)] An(z) = sin(kz)

k=1 k=1

N.B. - Il est demandé aux candidats d’énoncer clairement, lorsqu’ils sont utilisés pour la premiere
fois, les théoremes concernant les séries de Fourier ainsi que les théoremes d’intégration ou de
dérivation terme a terme d’une série de fonctions.

La clarté de la rédaction et la qualité de la présentation seront des éléments importants d’appréciation
des copies.

Les parties I et I1I sont indépendantes de la partie 1.
[

1. Montrer que :

dsS, sin 2z cos “H g
Y x €]0, 7] () = L
dx sin 3
n
2.a. Etudier, sur ]0,7], les solutions de l’équation : sin 5% = 0, puis celles de 1’équation :
n+1
cos x=0.

2.b. Donner sous forme de tableau, le signe de d—n(x) sur [0, 7).
T
2.c. En déduire les points de [0, 7] ou S, admet un maximum relatif.

3.a. Montrer qu’il existe un entier positif r tel que :

as, 1 x on+1

vV x €]0, 7], o (x) = 5 sin(n + 1)z. cot 5 —Tcos

x .

3.b. Montrer que :

a2p+1 T
sin(n + 1)z. cot 5 dx .

1
Sn(api1) — Splagy-_1) < 5/

2p—1
3.c. Quel est le signe de :

agpt1tazp_1
2
sin(n + 1)1] [cotg — cot (g + ﬁ)} dx ?

azp—1
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3.d. En déduire que S, (agp+1) < Sp(agp—1)

4. Déduire de 1.3. la valeur de sup S,(z) .
z€[0,m]

o
sinx ) i
dx suivant les valeurs du réel a.

5.a. Etudier la convergence de /
0o ¢

5.b. Montrer, en justifiant avec précision vos affirmations, que :

- T sin @
lim sup ug(x)| = / do .
"t aeo LZ; ( >] o 0

[1

1
1. Montrer que : V z €]0, 7] |A,(2)| < —
SIDE
p p—1
- ! ! Aviyl@)  Aula)
2.a. Etablir I'égalité : E n = A, — P — .
A BLAbAL Leealite k1u+k(x) k1|: (@) <n—|—k‘ n+k+1)}+ n-+p n+1
. M
2.b. En déduire que : IM e RT : Vz € [0,7] V p € N* : E Upn(T)] < — .
n
k=1

2.c. Montrer que Z ug(x) converge pour tout réel x.
k>1

3. On pose : F(z,t) = Zuk(x)tk .
k>1

3.a. En remarquant que klim uk(x) = 0, montrer que F' est définie au moins pour tout couple

——+00
(x,t) de Rx] —1,1] .

OF
.b. lculer — )
3.b. Calculer T (z,1)

du
u? —2ucosu+1°

1
3.c. En déduire I'égalité : V(z,t) € Rx] —1,1], F(x,t) = (sin SL’)/
0

4. On suppose que : (z,t) €]0,7[x] —1,1] .

4.a. Montrer que l'on peut écrire : F(x,t) = arctan|p(z,t)] + g — x , ou ¢ désigne une fonction
de R? dans R.

z

4.b. Montrer que ¢(xz, 1) s’exprime simplement en fonction de tan § .

1
4.c. En déduire que : Vz €]0, 7], lim F(z,t) = 5(7? —),

z—1t
1 ™
puis calculer : —/ (m — z)sinkxdx .
T Jo
+oo
4.d. Enfin pour tout z réel calculer la somme de la série : Z ug(x) .
k=1
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1
x)zO.

(x) =0 sur [0,7] .

1. Montrer que : Vx € [0,7] , A,(x) + sin (n il

n

dx

2.a. tudier les solutions de I'équation :

ac, : . :
2.b. Donner sous forme de tableau le signe de d—(m) sur [0, 7] , puis en déduire les points de
T

[0, 7] ou C,, admet un minimum relatif,

2.c. Soient p et ¢ deux entiers naturels. En utilisant III.1. | prouver que :

n+1
0§P<QS T = Cn(a'Qp)_Cn(an) ZO

1
2.d. En déduire que si s = F (n—; ) ,ona: m[(i)n] Cu(z) = Cyp(ags)
xe|0,m

3. En distinguant les cas n pair et n impair, prouver que : Vz € [0, 7], Cy,(a;) > —1 (Remarquer

13 1
que pour n impair Cp(a,) > —1+ 50 >—14—).
n

I\

“+oo
2
1. Montrer que : 4K € R : Vx € R, |Sin$|:K[1_QZZOSQ nﬁ] :
n2 —
n=1

+oo . 9
2. En déduire que : Vx € R | |sinz| = 4KZ zmQ n:vl :
n —
n=1

1 ™
3. Etablir que : sup V,(x) > —/ V,.(0) db
0

xz€[0,7] ™

puis calculer : / | sin kx|dx pour k € {1,2,--- ;n} .
0

4. En utilisant IV.2. et IV.3. montrer, a ’aide de II1.3. que :

5. En déduire que : lim sup Z lug ()| = +o0.

n—-4oo

FIN



