©A vos cours 2001 1

Concours ESIM 1988 option M P’

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

+00 n
Si (z,,) est une suite réelle, on désignera par H x la limite, lorsqu’elle existe de H ), quand n
k=0 k=0

tend vers +oo.

On rappelleque : 0! =1etVn e N*, nl=1x2x---xn.
On notera exp est la fonction z +— e” de R dans R .

Dans tout le probleme u,, désigne, pour n € N* | la fonction définie sur | — 1, 4o00|, par :

un(z) = zn <1+%) —ln(l—i—%) .

Lorsque la série E un(x) converge, on note S(z) sa somme.
n>1

I
1. Quel est 'ensemble de définition de S ? On notera D cet ensemble. Calculer S(0) et S(1).
2. Calculer, pour x € D, S(x + 1) — S(x) .
3. Dans les parties I et IV la fonction T sera définie sur D par : T'(z) = exp[S(x)] .
3.a. Montrer que T vérifie les propriétés suivantes :

(i) T(0) =1,
(ii) Ve e D, T(z+1) = (z+ 1)T(x).

3.b. En déduire que : Vn € N T'(n) =

4. Montrer que : Vx € D Vn € N* T(zx+n) = H:E+k
k=1
+00 1
5.a Montrer que : Z {ln (1 + E) —1In ( )] Zln (1 + ) =lnn+1).

k=1
5.b. On pose : R,(z) = S(z+n)—S(n)—zln(n+1).
Montrer que R, (x) est le reste d’ordre n d'une série convergente (utiliser 5.a.).
En déduire que : lir+n R, (z)=0.

5.c. En déduire I'existence d’une fonction ¢,, de D dans R telle que :

(ii) Ve € DVn e N* T(x+n)=nl(n+1)"p,(x)
avec lim ¢, (z) =1 pour tout x de D .

n—-+00
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6.a. Montrer que : Z i In (1 + E)] converge. On notera 7 sa somme.
k=1
+oo _ +o00 z
6.b. Montrer que : Vz € D (—4];) R H 16k .
k=1 T+ el + %
+oo z
ek

6.c. En dédui :VreD T(r)=e " :
c. En déduire que : Vz (z)=e gl""%

I1

On désigne, dans cette partie, par T" une fonction continue dont I’ensemble de définition est D et

vérifiant les propriétés (i), (ii), (iii) de la partie I.
Le but de cette partie est de montrer que : Vo € D, T(x) = exp[S(x)]

1. Montrer que : Vx € D, T'(z+n) = (z+ 1)(x +2)--- (z +n)T(x)

2. En déduire que : T et ¢, sont strictement positives sur D et que :

Ve e D, nT(z) = i [xln <1 + %) —n (1+ %)} ()

k=1

avec : li{I‘rl rn(x) = 0 pour tout z de D .
3. En déduire que : Vo € D, T(z) = exp[S(z)]
4. Quel résultat obtient-on en remplagant dans I’hypothese initial de la partie II : < T une fonc-

tion continne >, par : < T une fonction strictement positive > 7

[11

tret sit>n
1 site0,n]

\Ijn,a:(t) = { e [e—t _ (1 _
sur [0,n] et en déduire le signe de ¥,, , sur R*.

Dans cette partie, on prend z € RT | n € N* et on définit ¥, , de R* dans R par :

1. Etudier le signede e ™" — (1 — =
n

Calculer nl—lgloo U, .(t) pour t € RT .
2. Un prend dans cette question z =0et n > 1.
2.a. Un pose : g,(t) = (n—1)In(1 — %) + ¢ . Etudier le signe de g, sur [0,n]
2.b. Montrer que : 3la, €]1,n[: V] (a,) =0 .
2.c. Donner un équivalent de g,(3) au voisinage de +oo et montrer que :

ANeN" : Vn>Nl1l<a,<3.
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2.d. Etudier la convergence uniforme de la suite (¥, ) sur RT .

neN*

3. Etudier, a 'aide de IIL.1, le signe de W7, sur [0, 2] pour z <n .

4. On prend dans cette question x > 1 et n > x et on pose pour ¢ €|z, n| :
hy(t) = In {t -+ %E] —1In(t — x) + gu(t).

4.a. Pour t €|z, n[, calculer A/ (t) et montrer que : 3'b,, €]z, n[: h,(b,) = 0.

4.b. En déduire le signe de ¥}, sur R*\{n} .

4.c. Donner le tableau de variation de ¥, , sur R* et montrer que :
bx+2
n(b, — x)
4.d. Donner un équivalent simple de h,(z + 1) et h,(z + 3) quand n tend vers +oo .

AK €N : U, ,(by) < K

4.e. En déduire que la suite (¥, ;) converge uniformément sur R .

neN*

5. On prend dans cette question : 0 <z < 1.
5.a. Comparer, pour ¢t € [0,1] , W, .(t) et Wy, (%) .
5.b. Comparer, pour t € [1,+00[ , ¥, ,(t) et U, 1(t) .

5.c. En déduire la convergence uniforme de (V,, ;) sur RT .

neN*

IV

Les notations sont celles des partics I et III. En particulier : x € RT et n € N*

+00
1. Etudier la convergence de l'intégrale impropre / U, . (t)dt .
0

n n n+1 z
t
2.a. Caluler : / t* 11— —) dt et exprimer le résultat sous la forme : D,,(x) H ek ~
0 n st TR

ou D,, est une fonction a préciser.

2.b. Quelle est la limite de D, (z) quand n tend vers +oo ? (On pourra utiliser I.5.a et 1.6.a.)

n t n
2.c. En déduire : lim t* (1 — —) dt . Exprimer le résultat a 1’aide de la fonction T de la
0

n—-+oo n

partie 1.
+oo

3. Montrer que : lim U,,.(t)dt = 0.

n—-+00 0

+oo
4. En déduire que : Vr € RT, T'(z) = / te~dt .
0

FIN



