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Concours ENSI Chimie Centre 1988 TB

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

Soit N* I’ensemble des nombres entiers strictement positifs, et soit (p,)nen+ une suite de nombres
réels dont au plus un nombre fini de termes sont nuls. On définit une nouvelle suite (P, )nen+ de
nombres réels par:

VneN, P,=]]p=pwp2pu-
k=1

On se propose dans ce probleme d’étudier certains cas ou P, tend vers une limite finie lorsque n
tend vers +o00.

PARTIE 1

Soit A = {n € N*/p, = 0}. On définit @ comme étant le plus grand élément de A si A n’est pas
vide, et a = 0 si A est vide. Soit ng = a + 1.

1. Déterminer la limite de P, pour n tendant vers +oco lorsque A n’est pas vide.

n
2. Pour tout n € N tel que n > ng on définit le nombre réel Q,, par : @, = H Dk-

k=ng
+00
On dit que le produit infini P = H pr converge si et seulement si @), tend vers une limite finie P
k=1
non nulle lorsque n tend vers +o00 : P = lim P, .

n—-+4o0o

2.a. Montrer que pour que P converge il faut que p, tende vers 1 lorsque n tend vers +oc.

2.b. On suppose que p, — +1 lorsque n — +o00. Il existe alors ny € N* tel que pour tout n > n,
on ait p, > 0. Montrer que pour que P converge il faut et il suffit que la série de terme général
U, = Inp, (In désignant le logarithme népérien) défini pour n > ny soit convergente.

PARTIE II

1. Déterminer pour tout n € N le polynéme S, (z) de degré 2n qui vérifie les conditions :

(i) Pour tout k € N* tel que —n <k <n, S,(kr) =0
(ii) S,(0) = 1.
2. Montrer que S, (z) tend vers une limite finie S(x) pour toutes valeurs de  quand n tend vers

2
+o00 . Calculer Lim M

lorsque n n’set pas multiple de 7.
A e ) q D P

3. En déduire que la fonction x5(x), définie sur R tout entier,est périodique de période 2.

4. Pour tout x €] —1, +1[ on considere la fonction f,(t) de la variable réelle ¢ périodique de période
27, et telle que pour tout ¢t € [—m, +7[ on ait f,(t) = cos(zt).
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4.a. Développer f,(t) en série de Fourier réelle

—l—Zan cos(nt) + b, sin(nt) .

Justifier 1'égalité de f,(t) et de la somme sa série de Fourier sur R tout entier
o 2x
et pour tout

4.b. En déduire pour tout z €] — 1,+1[ la valeur de la somme g -
n® —uw
n=1

+oo
2z
x €] — m,+m| la valeur de la somme Z -
L~ nir?—g
- bsol
=In(1— n27r2) est absolument

4.c. Montrer que la série de terme général, défini pour n > 1, ¢, (z)

convergente pour tout x €] — 7w, 47|
. Calculer ®(0) ainsi que ®'(x) pour tout = €| — w, 47|

Soit & (x Z on(T
+00
On admettra sans démonstration que ’on peut dériver Z ©n(x) terme & terme
n=1

Déduire de ce qui précede la valeur de S(x) pour tout x €] — 7, 4|, puis pour tout x € R

PARTIE III

())nen+ la suite de fonctions de la variable réelle x, a valeurs réelles, définie pour toute

x

en

Soit (gn(z
valeur de x qui n’est pas un nonbre entier strictemenf négatif par
Vn e N*, g,(x) = )
gn() = 17 :

) converge pour toute valeur de x qui n’est pas

Hgk

un nombre entier strictement négatif.
Hgk . Montrer que 'on a : InG,(1) =
k=1

1. Montrer que le produit infini G,,(

n

1
Z — —In(n+1). En déduire que

2. Soit G,(
— —In(n) tend vers une limite finie 7 strictement positive lorsque n — +o00

k
k=1
3. Pour toute valeur de x qui n’est pas un nombre entier négatif ou nul on pose

3.a. Calculer M
()
3.b. Calculer I'(1). En déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout n € N
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4. Montrer que I'on a pour toute valeur de x non entiere : G, (2)G,(—z) =

En déduire la valeur de I'(z)['(—z) et celle de I'(z)I'(1 — z). Calculer I'(3).

Sp(mz)

FIN




